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RESUMO

Este artigo descreve um modelo numérico-computacional
para a analise transiente linear de trelicas planas,
utilizando o método da Superposicio Modal para
solucionar a equacio do movimento. Simulacdes
numéricas de problemas dindmicos de trelicas sem
amortecimento sdo efetuadas com o programa Scilab. As
estruturas sdo discretizadas via o Método dos Elementos
Finitos. As frequéncias naturais e os respectivos modos de
vibra¢io das estruturas sio obtidos com o Método de
Jacobi. As curvas deslocamento-tempo provenientes das
analises transientes com o método da Superposicio Modal
sdo comparadas com as obtidas pelos métodos Aceleragao
Linear, Houbolt, Wilson-0 e Bathe. O método de
Superposicio Modal oferece uma vantagem significativa
em relacio aos métodos de integracio direta, porque
permite calcular a resposta dinimica em um ponto
especifico no tempo, sem a necessidade de calculos
sequenciais. Isso resulta em uma economia de tempo de
processamento em programas de anadlise estrutural,
tornando-o uma ferramenta poderosa e eficiente para
analisar vibracées e dinAmica estrutural. Ademais, este
trabalho tem potencial como material didatico-pedagogico
para uma disciplina de andlise dinimica, uma vez que
apresenta as formulacées e algoritmos para a analise
modal e transiente de estruturas, bem como estudos de
caso sobre a analise dinimica de trelicas.

PALAVRAS-CHAVE: Anilise dindmica, superposicio

modal, elementos finitos, treli¢a plana, método de jacobi.

ABSTRACT

This paper describes a computational numerical model for the
linear transient analysis of planar trusses. It uses the Modal
Superposition Method to solve the equation of motion.
Numerical simulations of undamped dynamic truss problems
are performed using the Scilab program. We discretize the
structures using the Finite Element Method. The Jacobi
Method provides the structures' natural frequencies and their
corresponding  vibration modes. We compare the
displacement-time curves from the Modal Superposition
Method's transient analyses with those from the Linear
Acceleration, Houbolt, Wilson-0, and Bathe methods. The

JES (ISSN online: 2358-0348)

Modal Superposition Method offers a significant advantage
over direct integration methods because it allows you to
calculate the dynamic response at a specific point in time
without needing sequential calculations. This saves processing
time in structural analysis programs, making it a powerful and
efficient tool for analyzing structural vibrations and dynamics.
Furthermore, this paper has potential as teaching material for
a dynamic analysis course. It presents the formulations and
algorithms for the modal and transient analysis of structures
and provides case studies on the dynamic analysis of trusses.

KEYWORDS: Dynamic analysis, modal superposition,
finite elements. planar truss, jacobi method.

1. INTRODUGAO

Um dos problemas que os engenheiros estruturais
enfrentam diz respeito a obtencdo da solugdo numérica
da  equacdo dindmica de movimento em
comportamentos lineares e ndo lineares de sistemas
estruturais. Uma abordagem eficaz para resolver esse
problema ¢ o uso de algoritmos de integragdo numeérica.
Nessa abordagem, o dominio do tempo ¢ dividido em
passos de tempo finitos e pequenos. Geralmente,
algumas formulas sfo assumidas para estimar as
respostas em cada passo de tempo. A estabilidade do
método de solug@o depende do erro propagado de um
passo de tempo para o proximo e, se depois de um tempo
ele aumentar, os resultados divergirdo da solugdo exata'.

Na atualidade, a engenharia estrutural vem
concebendo sistemas estruturais em que a consideragdo
dos efeitos dindmicos durante o procedimento de analise
¢ indispensavel. Usualmente, esses efeitos dinamicos
sdo provocados por carregamentos externos tempo-
dependentes, por exemplo, os produzidos por ventos,
sismos, atuagdo de equipamentos, entre outros. No
estudo de sistemas estruturais submetidos a
carregamentos dindmicos, 0s programas
computacionais atuam como grandes facilitadores no
processo de modelagem, analise e avaliagdo de
resultados’>.. O método numérico que possibilita
representar e analisar diversos fendmenos fisicos no
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meio continuo mais empregado ¢ o Método dos
Elementos Finitos (MEF)’. O MEF ¢ baseado na
discretizacdo de um modelo continuo, com o objetivo de
determinar o comportamento fisico de cada elemento e
suas interagdes com os elementos vizinhos por meio da
formulagdo de um sistema linear de equagdes®.

A exigéncia por melhores métodos de avaliagdo das
deformagoes e limites suportados pelas estruturas sob
cargas dindmicas vem crescendo a todo instante. Com o
advento de obras de alturas antigamente impensaveis,
surgiu a necessidade de realizar analises estruturais mais
elaboradas, incluindo a dindmica de cargas tempo -
varidveis e suas relagdes com as frequéncias naturais da
estrutura. O aumento da esbeltez dos edificios,
tornando-os mais flexiveis, tende a reduzir sua
capacidade de amortecimento. Esse conjunto de fatores
resulta em estruturas mais suscetiveis as agodes
dindmicas’.

A analise modal possibilita o calculo das frequéncias
naturais ¢ dos modos de vibracdo de um sistema,
permitindo o dimensionamento do projeto de maneira a
evitar ressondncias com as agdes dindmicas ou outros
efeitos adversos que possam impactar a obra. Por sua
vez, a analise dindmica transiente pode ser
especialmente util em determinadas situagdes, porque
avalia a resposta de uma estrutura submetida a
carregamentos dindmicos. De forma geral, a analise
dinamica emprega métodos numéricos aproximados
para solucionar as equagdes diferenciais que descrevem
a resposta dinamica da estrutura. A utilizagdo desses
métodos se justifica pela elevada complexidade e pelo
alto custo computacional dos métodos analiticos quando
aplicados a estruturas com geometria mais complexa®’.

Para sistemas dindmicos lineares, ha dois métodos
principais de solugdo: o método de Superposi¢do Modal
e os métodos de integracdo temporal. O método de
Superposi¢do Modal ¢ uma técnica amplamente
empregada na analise dindmica de estruturas para
solucionar sistemas com multiplos graus de liberdade.
Especialmente eficaz para sistemas lineares, esse
método permite que a resposta dindmica da estrutura
seja decomposta em uma combinagdo linear das
respostas de modos de vibragao individuais. Entre suas
principais vantagens, destacam-se a reducdo da
complexidade do problema, ao transformar um sistema
com multiplos graus de liberdade em um conjunto de
sistemas com um grau de liberdade, e a eficiéncia
computacional, viabilizando a analise de grandes
sistemas estruturais com menor custo computacional®.

Métodos de integracdo temporal implicitos e
explicitos para a solucdo da equagdo do movimento sdao
empregados em pacotes comerciais ou ndo comerciais
para analise estrutural, por exemplo, o programa
ABAQUS. Os procedimentos explicitos, como o
método da Diferenca Central, sdo condicionalmente
tabulados e demandam incrementos de tempo menores
para atingir resultados precisos. Procedimentos
implicitos, como os métodos de Newmark®, Regra
Trapezoidal'® e Wilson-0!!, sio incondicionalmente
estaveis na analise linear, mas podem se tornar instaveis
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na analise ndo linear. Embora os métodos explicitos
evitem o procedimento de iteragdo, o erro de
truncamento durante o procedimento sera acumulado e
podera levar a resultados imprecisos ou dificuldade na
obtengdo de convergéncia. Para métodos implicitos, o
erro serd eliminado por meio de varias etapas de
iteracdo, e a precisdo dos resultados é garantida dentro
da tolerancia pré-definida. Portanto, os métodos
implicitos podem empregar incrementos de tempo
maiores!2.

Ha pesquisas recentes que utilizaram o Método da
Superposi¢do Modal na analise dindmica de treligas.
Debella et al. (2020)"3 apresentaram uma abordagem
adaptativa do Método dos Elementos Finitos
Generalizados (GFEM) para a analise dinamica
transiente de barras e trelicas. O GFEM adaptativo,
anteriormente proposto para analise de vibragdo livre,
foi usado com o Método de Superposicdo Modal para
obter respostas precisas no tempo. Xing, Yao e Ji
(2022)'* combinaram o Método de Superposi¢io Modal
com um método de integragdo temporal, como a Regra
Trapezoidal, para melhorar a precisdo da solugdo para
sistemas dindmicos lineares. Tahaye Abadi (2023)%
apresentou um método para avaliar a resposta transiente
de treligas. Esse método utilizou a superposi¢cdo modal e
foi verificado por métodos anteriores para caracterizar a
resposta de alta frequéncia e as frequéncias naturais das
estruturas.

Este artigo tem por escopo apresentar um
procedimento numérico-computacional com o método
Superposi¢do Modal para a analise linear dinamica de
estruturas do tipo treliga. A trelicga ¢ uma estrutura
formada unicamente por elementos retilineos que estao
conectados entre si em suas extremidades, com o
objetivo de suportar forgas concentradas aplicadas nos
noés. As estruturas trelicadas sdo sistemas estruturais
amplamente utilizados em edificios, pontes, plataformas
offshore, torres de transmissdo e, até mesmo, em
estruturas no espago. A ampla aplicabilidade dessas
estruturas deve-se principalmente ao fato de que elas
combinam alta resisténcia e rigidez com baixo peso
proprio. Essas estruturas podem ser submetidas a uma
variedade de cargas estaticas e dindmicas e, geralmente,
sdo projetadas para serem altamente redundantes e tém
capacidade de reserva contra colapso se um de seus
membros falhar!'é.

As simulagdes numéricas de dois problemas
dinamicos de trelicas planas sao efetuadas por meio de
um cbédigo computacional desenvolvido com o
programa livre Scilab, versdo 2025.1.0"7. A solugdo da
equacdo do movimento ¢ obtida com os métodos de
Superposi¢io Modal'®, Newmark®, Houbolt'®, Wilson-
0'! ¢ Bathe?. A formulagdo e o pseudocodigo desses
métodos para as analises transientes sdo fornecidos. As
estruturas sdo discretizadas via Método dos Elementos
Finitos. As frequéncias naturais e os respectivos modos
de vibragdo das estruturas sdo obtidos com o Método de
Jacobi!®. O amortecimento estrutural ndo é considerado
nas analises transientes.
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2. MATERIAL E METODOS

Nesta se¢do, a metodologia empregada para a analise
linear dindmica de treli¢as bidimensionais é descrita.

Método dos Elementos Finitos para trelica 2D

A matriz de rigidez elementar de uma trelica plana,
considerando que os elementos sejam prismaticos e
constituidos de material homogéneo e isotropico, ¢
obtida em fun¢@o de seu comprimento indeformado L,
do modulo de elasticidade longitudinal E e da area da
secdo da transversal A. Matematicamente, essa matriz
no sistema cartesiano local de coordenadas ¢

representada por?!22;
1 0 -1 0
EAlo 0o o0 o0
kee=7"121 0 1 o0 M
0O 0 0 O

Os parametros relativos a massa do elemento devem
ser considerados na analise dindmica definindo a matriz
de massa elementar, a qual pode ser discreta ou
consistente. A matriz de massa condensada elementar,
dada pela Equagdo (2), ¢ uma montagem simplificada
que considera que cada ponto nodal do elemento
concentra metade de sua massa. A matriz de massa
consistente, por sua vez, ¢ obtida pela formulagdo do
MEEF e ¢é representada pela Equagdo (3)'8.

pAL
me,dl.smm=—2 diag[1111] 2)
2 0 1 0
_PAL10 2 0 1
elconsistente 6 1 0 2 0 (3)
01 0 2

em que o simbolo diag]...] representa matriz diagonal
com os coeficientes diagonais mostrados dentro dos
colchetes. As matrizes elementares, com coordenadas
locais, podem ser convertidas para o sistema cartesiano
global de coordenadas por meio da pré-multiplicagdo
pela matriz de transformagao T e pds-multiplicagdo por
sua transposta TT. A matriz de transformagdo é
representada por:

cos@ senf 0 0
_|—sen8 cos®B 0 0
r= 0 0 cos@ senf )
0 0 —sen@ cosH

na qual 0 ¢ o angulo formado entre os eixos dos sistemas
cartesianos de coordenadas local e global.

Equagao do Movimento

O equilibrio de uma estrutura sob efeitos dindmicos
¢ avaliado pela seguinte equagao diferencial de segunda
ordem (EDO):

Ku(t) + Cu(t) + Mil(t) = Fope () 5)

em que K ¢ a matriz de rigidez, C ¢ a matriz de
amortecimento, M ¢ a matriz de massa, u(t) é o vetor
de deslocamentos nodais, u(t) é o vetor de velocidades
nodais, it(t) é o vetor de aceleragdes nodais e F,, (t) €
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o vetor de cargas dinamicas. Salienta-se que a Equagao
(5) pode ser aplicada tanto para analises globais da
estrutura, em que as matrizes e vetores inseridos sdo de
carater global, ou secja, responsaveis pelos graus de
liberdade de todos os nds da estrutura, assim como para
analises elementares, em que s3o utilizados os
pardmetros elementares, que governam somente as
deslocabilidades inerentes ao respectivo elemento.

Método de Newmark

O método de Newmark (1959)° é um dos métodos
mais populares empregados para analise dinamica e ¢
uma forma implicita de solucionar a Equacdo (5) em
intervalos discretos definidos de tempo. As seguintes
relagdes para o deslocamento e a velocidade sdo
definidas, respectivamente?>23;

1
ity = fu 4 At + At? (E - ,B) it
+ Atzﬂ t+Atﬁ
Gty = At (1 —y) S+ Aty P (7)

(6)

em que At € o incremento de tempo e ¥ e [ sdo os
parametros relativos ao método. Alguns casos
particulares podem ser considerados para a definigdo
desses parametros. O método de Aceleragdo Média
Constante ¢ definido fazendo os valoresy = 1/2ef =
1/4. Ja, o método da Aceleracdo Linear é obtido
considerando y = 1/2 e f = 1/6 (Bathe, 2016)*°. Na
Figura 1, o pseudocodigo para o método geral de
Newmark ¢ apresentado.

Método de Houbolt

O método de Houbolt foi desenvolvido por J. C.
Houbolt em 1950 e permite realizar uma andlise
transiente por meio do emprego das seguintes
expressdes de diferencas finitas advindas da expansdo
em série de Taylor (Rao, 2004; Bathe, 2016)2%2!:

1
t+At: t+At _ t t—-At

=7 (2" —-5 u+4""u ®)

_ t-zaty)
1
t+At . t+At t t—-At
=— (11 — 18 9
U= ( u u+ u ©)

_ g to2aty)

Substituindo as Equagoes (8) e (9) na Equagdo (5), é
possivel estabelecer a seguinte equacdo de equilibrio
dinidmico no instante de tempo (t + At)?":
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2 11
- C K) t+At
(Atz +6Attm + u
+
= Fext
+( > M+ 3 C) t
Az T A u
(g™
At? (10)
C t—At
oAt ) v
+( ! M
At?
+ 1 C) f—ZAtu
3 At

Entrada: At, K, M, C, %u, %0, "Fey
Saida: i, 0, u
Casos especiais:
- Método de Aceleragdo média constante: =1/4ey=1/2
- Método de Aceleragdo linear: f=1/6 e y=1/2
1. Determine o vetor aceleracdo para t =0:
% « M7Y( Fepe — C "0 — K ‘u)
2. Selecione At e com os valores de 3 e y calcule as
matrizes ai:

1
ay M+ - az<——M+<X—1)C;

e L
BAt? BAt BAt B
e (1w se( 1)
3. Determine a matriz de rigidez efetiva:
Ker <« K+ a;
4. Para cada passo de tempo faca:
4.1 Determine o vetor de forgas efetivas no tempo (t +
At):
tHAtE o UAE 4 a; tu+a, futag li
4.2 Resolva o sistema de equagdes lineares no tempo (t +
At):
t+Atu - [Kef]_1t+AtFef
4.3 Calcule os deslocamentos, velocidades e acelera¢bes
no tempo (t + At):

thity L(t+Atu _ tu) + (1 _ %) W

BAt
+ At(l - l) Yi

1 2Bl 1
t+At:- At oty te i
Uege ("u-‘u gat (ZB 1) "

Figura 1. Pseudocddigo do método geral de Newmark. Fonte:
Adaptada de Bathe (2016)%.

Conforme a Equagao (10), para que seja determinado
o deslocamento para o proximo passo de tempo (t +
At), € necessario o conhecimento dos vetores de
deslocamento nos instantes t, (t — At) e (t — 2 At).
Portanto, ¢ viavel aplicar outro método para inicializar a
analise, obtendo os deslocamentos nos dois primeiros
passos de tempo. O método da Diferenga Central pode

ser utilizado para fornecer as condi¢des iniciais ~“'u e
t+At

u por meio das seguintes  equagdes,
respectivamente?®?!:
At?
Ay = Oy — At 0u+7 % (11)
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O pseudocddigo para o método de Houbolt ¢
apresentado na Figura 2.

Entrada: At, K, M, C, °u, %u, OFext
Saida: 1,0, u
1. Selecione At e com os valores de 3 e y calcule os
escalares ai:

2 11 5 3
A_tz; a *@; az (_A_tz; as <_A_t;
—as do az
EREE NN
2. Determine a matriz de rigidez efetiva:
Ker <« K+23gM + a;,C
3. Para cada passo de tempo faca:
3.1 Determine o vetor de forgas efetivas no tempo (t +
At):
CHAtE o GHAtR 4 M(az tu+ a, M+ a6t—2Atu)

+C(ag 'u+as"u+a," )

3.2 Resolva o sistema de equagdes lineares no tempo (t +
At):
t+Atu P [Kef]—1t+AtFef
3.3 Calcule os deslocamentos, velocidades e aceleragoes
no tempo (t + At):
Ot o, Aty — g, tu —a, Aty — a2y
ity g Ay _ g, ty — a Aty — ., t 20y
Figura 2. Pseudocodigo do método de Houbolt. Fonte: Adaptada de
Bathe (2016)%.

Método de Wilson-0

dg <

ay < —2ap; ag «

O método de Wilson-6 ¢ fundamentalmente uma
extensdo do método de Aceleracdo Linear, em que se
assume uma varia¢do linear da aceleracdo do tempo ¢
para (¢ + Af). Os vetores velocidade i e deslocamento u
sdo determinados no tempo (¢ + 6A4¢f) pelas seguintes

expressdes, respectivamente?®2:
At
t+9Atu: tu T(t+9Atﬁ+ tu) (13)
BHOMy = tu 4+ 9At
6At)? 14
+( 6) (f+9Afu+ 2 fu) ( )

Para que esse método tenha estabilidade
incondicional, deve-se assumir o parametro 6 > 1,37.

Pode-se resolver para ‘%% e 05t em termos de
t+64ty da seguinte maneira:
t+0AL:, 6 (t+9At — tu _i ta
(BAD)? 0At (15)
-2t
t+9Atu — i(t+9Atu _ tu) -2 tu
oAt .
-— ti
2
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Para obter a solu¢do dos deslocamentos, velocidades
e aceleragdes no tempo (¢t + Af), as equagdes de
equilibrio em Equagdo (5) sdo consideradas no tempo (¢
+ 64¢). Na Figura 3 aparece o pseudocodigo do método
de Wilson-0. Verifica-se que para € = 1 o método de
Wilson-6 recai no método de Aceleragdo Linear.

Entrada: At, K, M, C, %u, %0, "Fey
Saida: i, 0, u
1. Calcule as constantes ai com 6 = 1,4:

6 3 0At
; Ay < 2aq; ag «

% < Goan?’ < Bar’ 2
dg —dp 3 At

a4<—§; as<—T; a6<—1—6; a7<—?;
At?

dg €« —

2. Calcule a matriz de rigidez efetiva:
Ker <« K+2agM +a,C
3. Para cada passo de tempo faca:
3.1 Determine o vetor de forgas efetivas no tempo (t +
BAt):
t+(-)AtFef - tFext + e(t+AtFext _ tFext)
+M(ap 'u+a, u+2 i)
+C(a; u+2 u+a; i)
3.2 Resolva o sistema de equagdes lineares no tempo (t +
BAt):
t+9Atu - [Kef]—1t+SAtFef
3.3 Calcule os deslocamentos, velocidades e aceleragdes
no tempo (t + At):
t+At;. 4(t+9Atu _ tu) + 35 tu + a6 ti-l

U«<a
t+AL ; (t+Atﬁ + tﬁ)

e +a
YAy« tu+ At ta+ag(Mi+ 2 i)
Figura 3. Pseudocodigo do método de Wilson-6. Fonte: Adaptada de
Bathe (2016)%.

Método de Bathe

O método de Bathe considera duas subetapas para
cada tempo de integracdo Ar. Na primeira subetapa,
emprega-se a regra Trapezoidal de Newmark e na
segunda subetapa, utiliza-se a regra de Euler de trés
pontos regressivo. Na primeira subetapa, os vetores
velocidade ut e deslocamento u no tempo (¢ + 4#/2) sdo
determinados por, respectivamente (Bathe, 2016; Souza,
2024a)?024:;

At

t+At/2 . t. ( tae t+At/2 ) (17)
At

t+At/2 t ( t .l t+At/2 . ) (18)

No que concerne a segunda subetapa, os vetores
velocidade 1 e aceleragdo it sdo avaliados no tempo (¢ +
At) pelas equagdes, respectivamente:

t+At 1 t 4 t+At/2 + i t+Atu (19)

u=¥ u—g Agt
t+Ats .~ t _ T t+At/2. 7 t+At, 20
i At u At u+At u (20)

As equacdes de equilibrio no tempo (¢ + A4#/2) sdo
dadas por:

16 4
(FM + EC + K) tHAL/2, t+At/2Fef Q1)
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com

t+At/2 t+At/2
/ Fef = / Fox

16 , 8 ..
te 4 t t.
+ u) +C (— u+ u)
At
As equagdes de equilibrio sdo escritas no tempo (¢ +

Af) por:

9 3
(EM + EC + K) ”Atu = t+AtFef (23)

sendo

t+AtF _ f+AtF
ef — ext

12 t+At/2
+ M(m u

Tt i t+At/2u
At? At @4

1
— — t‘
, A u) )
c(Zeratzy, _ 2 ¢ )
+ <At YA

Na Figura 4, apresenta-se o pseudocodigo do
procedimento completo da solugdo do método de Bathe.

Analise modal

Para um sistema estrutural com » graus de liberdade,
sem o efeito do amortecimento (€ = 0), a equagdo de
equilibrio fica (Souza, 2024b)*:

Ku(t) + Mii(t) = Fex(t) (25)

Uma forma de solugdo para esse problema é dada por
(Soriano, 2014)'3:

u(t) = @; cos(w; t — ¢;) (26)

em que @; ¢ o i-ésimo modo de vibragdo, w; ¢ a
frequéncia natural correspondente, t € a variavel de
tempo e ¢; ¢ o correspondente dngulo de fase. Com
essas consideragdes, ¢ possivel chegar a um problema de
autovetores generalizados, sendo ele!®202!;

Ko=Mod2 27)

na qual a matriz @ ¢ montada de forma que cada coluna
seja um autovetor ;.

A matriz £2 é diagonal, com cada termo sendo o
quadrado da frequéncia natural w;. As matrizes @ e 2
sdo escritas da seguinte forma, respectivamente:

D=[P1 @ .. @] (28)
2 =diag| w? wi .. o?] (29)

Frequentemente, a disposicdo dos autovetores e
autovalores nas matrizes @ e {2, expressada pelo
subindice, ¢ denotada em ordem crescente de grandeza
das frequéncias naturais, isto é, w; < W, < - < w,. O
termo w,; ¢ chamado de frequéncia fundamental de
vibra¢do, da mesma forma, ¢, é o modo de vibragao
fundamental da estrutura®!.
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Entrada: At, K, M, C, %u, %u, i, Fey
Saida: ii,a, u
1. Calcule as constantes ai:
16 4 9 3
A T 2T AR Ty
12 3 1
ay < 2a;; ag AT T TR WEC T
2. Calcule a matrizes de rigidez Ki ¢ Ka:
Ky <ayM+2a;C+K, K; «<a;M+a3;C+K
3. Para cada passo de tempo faca:
Primeira subetapa:
3.1 Determine o vetor de forcas efetivas no tempo (t +
At/2):
t+At/zFef o tHA2

dg <

Fexe + M(ap 'u+a, u+ i)
+ C(a1 fu + t1'1)
3.2 Resolva o sistema de equagdes lineares no tempo (t +
At/2):
t+AL/2 _1 t+AL/2
P [Ky] T R
3.3 Calcule as velocidades e aceleragdes no tempo (t +
At/2):
t+At/zl.l - al(t+At/2u _ tu) _ tl'l
thAt/2, al(t+At/2l.l _ tfl) —
Segunda subetapa:
3.4 Determine o vetor de forcas efetivas no tempo (t +
At):
t+AtFef — t+AcFext + M(ast+At/2u +ag th+ alt+At/2l.l
+ ay t“) + C(31 t+At/2u + dy tu)
3.5 Resolva o sistema de equagdes lineares no tempo (t +
At):
t+Atu . [KZ]—l t+AtFef
3.6 Calcule as velocidades e aceleragdes no tempo (t +

At):
. t+At/2
Aty — —a, tn— a / u+ aSt+Atu
.. . t+At/2 . .
Aty — —a, th— a / u+ aSt+Atu

Figura 4. Pseudocodigo do método de Bathe. Fonte: Adaptada de
Bathe (2016)%.

Ha diversas maneiras de normalizar os vetores de
modo de vibragdo, como a imposi¢do de comprimento
euclidiano unitario. A normalizagdo em relacdo a matriz
de massa ¢ a mais vantajosa para a analise dinAmica'®.
Esse tipo de normalizacdo consiste em multiplicar cada
autovetor por uma constante, de forma a satisfazer a

seguinte relagdo:
PTMP =1 (30)

em que I é a matriz identidade de ordem n. Pré-
multiplicando a Equagio (27) por @7, obtém-se a
relacdo:

P'KP=0"MDPO=10= 0
P'Kd =20 (1

Método de Jacobi

O método de Jacobi é um procedimento para resolver
problemas de autovalor na forma reduzida com matriz
real e simétrica, mas pode ser estendido a forma
generalizada de problema de autovalor. A generalizacao
desse método ¢ feita estabelecendo a sequéncia de
transformagdes similares ortogonais'®:
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KU+D = TOT g 1)

32
MU+D = TOT g 7O (32)
emquej=1,2,3,.... Considerando a seguinte notacao:
0 = TO 7@ ... TO) (33)
obtém-se as matrizes transformadas:
U+ = 70" gO )
K =T KT (34)

MU+D = 7OT g ()

As matrizes TY) sio consideradas de tal maneira que
no limite j —» oo, KU*D e MU*D convergem para
matrizes diagonais K© e M@, respectivamente. A
matriz modal @ normalizada em relacdo a matriz de
massa e a matriz espectral de frequéncias naturais £ sao
dadas, respectivamente, por's:

@& =T MU+D (35)
0 = KU+D pU+D 1 (36)

Com base nessas transformagdes, o procedimento
para determinagdo das matrizes 2 ¢ @ pelo método de
Jacobi ¢ feito conforme a sub-rotina elaborada com o
programa Scilab dada na Figura 5.

Método da Superposi¢ao Modal

O método da Superposicdo Modal pode ser utilizado
para a obtengdo da resposta dindmica em estruturas que
possuem comportamento linear e amortecimento
proporcional. Esse método consiste em expressar a
deformada da estrutura em relagdo aos modos normais
de vibragdo em um novo espago vetorial, chamado de
espago modal, desacoplando a equagdo do movimento
dada em Equacdo (5) em equagdes independentes, cuja
resposta ¢ dada pela superposi¢do das solucdes dessas
equagdes modais independentes'®.

E possivel correlacionar os deslocamentos nodais
u(t) com os modos de vibracao da estrutura, presentes
na matriz modal @, estabelecendo um vetor X (t) em que
seus termos sdo denominados como deslocamentos
generalizados e representados por x;. Essa relagdo se da
da seguinte forma'%2°;

u(t) = @ X(t) 37)

A matriz @ ¢ uma matriz cujas colunas sao as formas
nodais ¢; para cada i-ésimo grau de liberdade da
estrutura, com i = 1, 2, ..., n. Os deslocamentos
generalizados sdo, portanto, valores que ao multiplicar
pelo seu respectivo modo de vibragdo sdo determinados
os deslocamentos geométricos em um instante de tempo
definido. Substituindo a Equagdo (37) em Equacao (25)
e pré-multiplicando por @7, obtém-se:

PTKDX(t) + "M D X(t) = PTF,.(t) (38)

Considerando que o autovetor @ ¢é ortonormalizado
em relagio & matriz de massa M (isto ¢, ®T M & = 1) ¢
feita a simplificagdo que leva a equagido?;

2X(t) + X(t) = D" Fore () (39)
sendo 2 = @7 K &. A matriz de rigidez generalizada 2
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¢ uma matriz diagonal em que os elementos da diagonal
principal sdo as frequéncias naturais elevadas ao
quadrado, conforme a Equagdo (29).

function [erro, cont, autovalor, autovetor]=jacobi(M, K,
NTGL)
//Calculo de autovalores e autovetores (Método de Jacobi)
T=eye(NTGL,NTGL);
tol=10"-12;
erro=1;
erro2=0;
cont=0;
while erro>tol
cont=cont+1;
for j=2:NTGL
for i=1:j-1
if K(i,j)<>0 || M(i,j)<>0
a=K(1,1)*M(1,)-K (1)) *M(1,1);
b=K(j.j)*M(1,j)-K(1,))*M(.j);
o=(K(1,1)*M(j,j)-KG.j)*M(1,1))/2;
if sign(c)~=0
d=c+sign(c)*sqrt(c"2+a*b);
else
d=c+sqrt(c"2+a*b);
end
gama=-a/d;
alfa=b/d;
for I=1:NTGL
aux1=K(L,1);
K(l,i)=aux1+K(l,j)*gama;
K(1,j)=K(l,j)+aux1*alfa;
aux2=M(L,1);
M(Li)=aux2+M(l,j)*gama;
M(Lj)=M(l,j)+aux2*alfa;
aux3=T(L,1);
T(L,i)=aux3+T(Lj)*gama;
T(1,)=T(,j)+aux3*alfa;
end
K(1,1)=K(i,1)+K(j,i)*gama;
K()=K(oj)+K i.j)*alfa;
K(i.j)-0;
M(1,1)=M(1,1)+M(j,i)*gama;
M()=M() M) *alfa;
M(i.j)=0;
for I=1:NTGL
K(1,1)=K(1,i);
K(,D=K(Lj);
M(i,)=M(1,1);
M(G.D=M(L);
end
end
end
end
errol=diag(K);
erro=(norm(erro1)-norm(erro2))/norm(errol);
erro2=errol;
end
autovalor=K*M"-1;
autovetor=T*M"(-1/2);
endfunction
Figura 5. Sub-rotina do método de Jacobi no programa Scilab. Fonte:
os Autores (2025).

Os deslocamentos nodais podem ser obtidos pela
superposicao das respostas de cada modo de vibragdo
20.
por?’:
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w® =) g (40)

A superposicao modal das contribui¢des dos varios
modos de vibragdo fornece a resposta da estrutura.
Verifica-se que, sobrepondo apenas as contribui¢des dos
primeiros j modos de vibragdo (j <« n), resultados
satisfatorios s@o obtidos, reduzindo o esforg¢o
computacional em comparagdo com a integragao
numérica'®.

3. RESULTADOS

Nesta secdo, apresentam-se as analises transientes
lineares de dois problemas de trelicas planas, cujas
estruturas foram discretizadas por meio do MEF. O
efeito do amortecimento é desconsiderado, adotando-se,
portanto, a matriz € = 0 ao longo dos incrementos de
tempo. Adicionalmente, admite-se que as deformagdes
sejam infinitesimais e que o comportamento constitutivo
do material siga a hipdtese de linearidade elastica.

Trelica com trés barras

Seja a trelica plana da Figura 6 composta por trés
barras de um material genérico com modulo de
elasticidade £ = 50 GPa, area da secgdo transversal 4 =
1,0 x 10-* m? e massa especifica p = 9500 kg/m>. A partir
do instante inicial 7 = 0, a estrutura é submetida a duas
forcas aplicadas no no “3”, quais sejam: a primeira na
dire¢@o horizontal e com magnitude tempo - variavel
descrita por Fi(t) = 100 t em kN; e a segunda, na dire¢ao
vertical e constante de magnitude F> = 200 kN.

F>
31 Fy ()

5m
Figura 6. Modelo estrutural da trelica com trés barras. Fonte: os
Autores (2025).

A matriz de massa condensada, descrita pela
Equacao (2), ¢ utilizada nas analises. O deslocamento na
direcdo horizontal do n6é “3” ¢é obtido ao longo de 0,2 s
pelo método da Superposi¢do Modal. As curvas tempo
versus deslocamento sdo apresentadas na Figura 7. A
resposta transiente obtida pelo método da Superposicao
Modal ¢ comparada com as solugdes preditas pelos
métodos de Aceleracdo Linear, Houbolt, Wilson-0 e
Bathe, havendo boa concordancia entre os mesmos. Para
os métodos de integragdo direta, considera-se o
incremento de tempo A7 = 1,0 x 10 s.

Para que seja possivel a analise por Superposicao
Modal, os modos e as frequéncias de vibragdo sdo
determinados pelo método de Jacobi. A estrutura em tela
possui trés graus de liberdade livres, correspondentes ao
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deslocamento horizontal do n6 “2” e aos deslocamentos
horizontal e vertical do n6 “3”. O vetor de forgas
externas ¢ dado pela seguinte equagéo:

0
Fext(t) =F1(t)+F2 =fit+f,=1100|¢t
0
0 diregdo x n6 "2" (41)
+| 0 |,relativos a {diregéo xno6 "3"
200 diregdo y n6 "3"

0.015 4

0.01

0.005

o
L

al (m)

= -0.005 |

-0.01

s
g °
S &
T

deslocamento horizont
> .
4
S
3
L

-0.03

-0.035 4

-0.04

-0.045

T T T T T T
0 0.02 0.04 0.06 0.08 01 0.12 0.14 0.16 0.18 02
tempo (s)

Superposigio modal

Newmark - Ac. linear (At=0,0001s)
Houbolt (At=0,0001s)
Wilson-0 (At=0,0001s, 0=1.4)
Bathe (At=0,0001s)

Figura 7. Curva deslocamento horizontal do n6 “3” versus tempo da
trelica com trés barras. Fonte: os Autores (2025).

Substituindo a Equagéo (41) na Equagao (39), tem-
se:

2X(t)+X(t) = DTF,,. ()
=D (f1t+ f5)

Pela aplicagdo do método de Jacobi, sdo
determinadas as matrizes £ ¢ @, que desconsiderando a
reorganizacdo em ordem crescente de frequéncia de
vibracdo, sdo dadas por, respectivamente:

(42)

2 =diag (43)
[210526,32 42063,336 255665,84]
D =
0,1450953 0 0 (44)
0 0,1258585  0,0400025
0 —0,0400025 0,1258585

O procedimento de solugdo da equagdo diferencial
ordinaria dada em Equagdo (42) ¢ apresentado na Figura
8. Aplicando na solugdo geral as consideracdes iniciais
X(0)=0 e X(0) =0, correspondentes ao estado
indeformado da estrutura (esta em repouso no instante
inicial), a solugdo particular é:

X(t) =01 o (cos(VQ L) f,
— Q2 sen(V2 t)f, (45)
+ fit+f2)

Aplicando a Equagdo (45) na Equagdo (37), o vetor
de deslocamentos em fungéo do tempo u(t) é obtido.
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Solugdo da parte homogénea da EDO: X+ QX =0
Supondo X, = e™!, e entdo substituindo:
mZe™t 4+ Qemt=0 > m=v-Q - X, = eV 2
Pela férmula de Euler, a solugdo pode ser transformada
em:
X, = cos(\/ﬁ t) c, + sen(\/ﬁ t) (3
Solugdo particular:
Supondo X, = At + B e substituindo:
0+QAt+B)=®T(fit+f,) >A=
QT f; B=Q'OTf,
£ Xp = Q71 OT (fy 4 f)
A solugdo geral é dada pela superposi¢do das duas
solugdes:
X = cos(\/ﬁ t) c, + sen(\/ﬁ t) c, +
Q1 OT (fit+f2)
Figura 8. Solu¢do da EDO da trelica com trés barras. Fonte: os
Autores (2025).

Treliga biapoiada com balango

Considere o modelo de trelica biapoiada com
balango com multiplas barras proposto por Santos
(2022)*7, a qual é submetida a uma carga dindmica
descrita por uma fung@o exponencial, conforme o
modelo estrutural ilustrado na Figura 9a. As constantes
relativas a forca exponencial sdo definidas por
P,=5000 N e a =2 (Figura 9b).

lp(l)

m

P(t)=Poe-t

o) g
Figura 9. Trelica com trés barras: a) modelo estrutural; e b) carga
dinamica. Fonte: os Autores (2025).

As barras da trelica possuem area da segdo
transversal 4 = 5,0 x 10* m? e sdo constituidas pelo ago
MR250. Esse material possui modulo de elasticidade
longitudinal £ = 210 GPa e massa especifica p = 7850
kg/m?>. Nesse exemplo, ¢ utilizada a matriz elementar de
massa consistente (ver a Equacao (3)). O vetor de forgas
externas ¢ definido da seguinte forma:

Fext(t) = PO e—at (46)

em que Py é um vetor com o valor do escalar P, no
termo correspondente ao grau de liberdade e sentido em
que a forca € aplicada e com os demais termos nulos. O
método de Jacobi ¢é utilizado para determinar as
frequéncias naturais e os modos de vibragdo, contidos
nas matrizes 2 e @, respectivamente. Aplicando a
Equacdo (46) na Equagdo (39), tem-se a seguinte
equacao diferencial:
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2X(1t)+X(t) =DdTPye 47)

O procedimento para a solu¢ao da Equagdo (47) esta
descrito na Figura 10. Pelo problema de valor inicial,
supondo que a treliga se encontra em repouso no instante
de tempo inicial, sdo substituidos X(0) = 0 ¢ X(0) = 0
na solucdo para determinar as constantes €; € C,,
resultando em:

X(t) = (a 72 sen(V02 t)
—cos(VQt)
+e ) (a1
+ ) 1dTP,

(48)

Substituindo a Equacdo (48) na Equacdo (37), o
vetor de deslocamentos nodais u(t) é determinado em
fun¢do do tempo conforme a expressao:

u(t) = &(a2"% sen(VQt)
— cos(Vat)
+ e ) (a1
+0)1d7P,

(49)

Solugio da parte homogénea da EDO: X+ X =0
Supondo X, = e™t, e entdo substituindo:
m2e™t4+QeMt=0 > m=v-Q - X =e/ 0t
Pela formula de Euler, a solucdo pode ser transformada
em:

X = cos(vVQt) ¢ +sen(vVQt) ¢,
Solucdo particular da equagdo:
Supondo X, = A e™*" e substituindo:
?Aet+QAe %t = pTPyeat
Pré-multiplicando pela matriz identidade I e
simplificando:
12A+QA=®dTP>A=(a?1+0) 1 ®TP,
~Xp = (@ 1+ 9)"1 ®T Py et
A solugio geral é dada por:
X = cos(vVQt) ¢; +sen(vVQt) c, + (a? I+
Q)—l oT PO e~ot

Figura 10. Solugdo da EDO da treliga biapoaida com balango. Fonte:
os Autores (2025).

Na Figura 11 s@o representadas as curvas do
deslocamento vertical no n6 em que o carregamento
dinamico ¢ aplicado com relag@o ao tempo, obtidas com
os métodos Superposigdo Modal, Aceleragdo Linear,
Houbolt, Wilson-0 e Bathe. Considera-se o incremento
de tempo At = 5,0 x 10 s para os métodos de integracdo
direta no tempo. Nota-se a boa proximidade entre as
respostadas obtidas com os métodos implementados e os
fornecidos por Santos (2022)?’.

4. DISCUSSAO

A solugdo pelo método da Superposicdo Modal
baseia-se na determinacdo das frequéncias naturais e dos
respectivos modos de vibracao dos sistemas estruturais.
Esse método parte da premissa de que a configuracao
deformada da estrutura, em um dado instante de tempo
sob agcdo de um carregamento dinamico, pode ser
representada como a soma das configuracdes
correspondentes a diferentes modos de vibragdo. A vista
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disso, o método se destaca por introduzir uma mudanga
de variaveis que tem como objetivo desacoplar o sistema
original de equagdes diferenciais, facilitando sua
resolucdo e interpretacao.

0.002

0.0015 o

0.001 4

T

deslocamento horizontal (m)

-0.005 T T T T
0 0.05 0.1 0.15 02 025 03
tempo (s)

m— Superposi¢io modal

- Newmark - Ac. linear (At=5.10"5 s)
Houbolt (At=5.10"% 5)
Wilson-0 (At=5.1075 s, 6=1.4)
Bathe (At=5.107% 5)
X X XSantos (2022)”

Figura 11. Curva tempo versus deslocamento da trelica biapoiada com
balango. Fonte: os Autores (2025).

Uma das principais vantagens da Superposi¢do
Modal ¢ a possibilidade de calcular a resposta dindmica
da estrutura em um instante especifico sem a
necessidade de conhecer as respostas em tempos
anteriores, diferentemente dos métodos de integrag@do
direta, que exigem a atualizagdo continua dos estados
anteriores para a obtengdo dos resultados futuros. Essa
caracteristica reduz significativamente o tempo de
processamento computacional, tornando o método
especialmente eficiente na analise estrutural de sistemas
de grande porte ou com elevado niumero de graus de
liberdade.

O método da Superposicdo Modal ¢ amplamente
utilizado em aplicagdes que envolvem andlise de
vibragdes e resposta dindmica de estruturas submetidas
a excitacdes transitorias ou harménicas, como edificios
sujeitos a tremores, pontes sob acdo de ventos e
equipamentos mecanicos expostos a cargas dinamicas.
Sua implementagdo computacional permite ndo apenas
a obtengdo de resultados precisos, mas também uma
melhor compreensdo do comportamento estrutural,
sendo uma ferramenta essencial em projetos de
engenharia civil.

No que tange ao método de Bathe, esse ¢ um
esquema composto por dois passos. Para um problema
linear, e para um determinado intervalo de tempo, o
custo computacional do procedimento do método de
Bathe ¢ duas vezes maior que o método constituido por
unica etapa. No entanto, as caracteristicas de precisao e
de estabilidade desse método sdo tais que podem ser
empregados intervalos maiores de tempo e o esquema &,
em geral, bastante eficaz para solugdes de problemas
ndo lineares.

Sob outra perspectiva, o conteido abordado neste
artigo apresenta um potencial didatico-pedagogico para
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uma disciplina de analise dinamica, visto que combina a
fundamentagio tedrica dos métodos numéricos com dois
estudos de caso de treligas planas. Essa abordagem
permite que os alunos desenvolvam uma compreensao
aprofundada dos fendmenos dindmicos em estruturas e
da modelagem computacional necessaria para analisa-
los.

A utilizagdo do Método da Superposicdo Modal,
juntamente com métodos de integragdo temporal, como
os de Newmark, Houbolt, Wilson-6 e de Bathe, oferece
um panorama abrangente das principais técnicas
numéricas empregadas na solucdo da equagdo do
movimento. Esse aspecto ¢ crucial para o ensino da
dinamica estrutural, porquanto possibilita aos alunos
compararem diferentes métodos quanto a estabilidade,
precisao e eficiéncia computacional. Outrossim, ao
trabalhar com o Método dos Elementos Finitos para a
discretizagdo das treligas, os estudantes sdo incentivados
a compreender a formulagdo matematica das equagdes
diferenciais e sua conversdo em sistemas de equagdes
algébricas.

5. CONCLUSAO

O presente artigo apresentou um procedimento
numérico-computacional baseado no Método da
Superposicdo Modal para a analise linear dindmica de
estruturas do tipo trelica. A metodologia proposta
demonstrou-se eficiente na obtencdo da resposta
dindmica das estruturas, evidenciando as vantagens da
Superposicdo Modal em relagdo aos métodos de
integragdo direta, especialmente no que diz respeito a
reducdo do custo computacional e a facilidade de
interpretacdo dos resultados.

Os experimentos numéricos realizados com o Scilab
permitiram validar a implementagdo dos algoritmos e
demonstrar a precisdo das solugdes obtidas. A
comparacdo entre diferentes métodos numéricos, como
os de Newmark, Houbolt, Wilson-0 e Bathe, refor¢ou a
importancia da escolha criteriosa do método de
integragdo, considerando aspectos como estabilidade,
precisdo e custo computacional. Observou-se que o
método de Bathe, apesar de exigir maior custo
computacional, apresenta vantagens em termos de
estabilidade e precisdo, sendo uma alternativa viavel
para problemas ndo lineares.

Além da contribuigdo técnica, o estudo possui um
potencial didatico-pedagdgico para disciplinas de
analise dindmica. A combinagdo entre a fundamentacao
tedrica dos métodos numéricos e a aplicagdo em estudos
de casos de treligas planas permite que os alunos
desenvolvam uma compreensdo mais aprofundada dos
fenomenos dindmicos e da modelagem computacional.
O uso do Meétodo dos Elementos Finitos e a
implementagdo dos algoritmos no Scilab oferecem um
ambiente propicio para o aprendizado ativo, permitindo
que os estudantes explorem diferentes abordagens e
compreendam os impactos das decisdes numéricas nos
resultados.

Dessa forma, este artigo contribui tanto para a area
de analise dindmica estrutural quanto para o ensino da
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engenharia, proporcionando um material de referéncia
para futuros estudos e aplicagdes em modelagem
computacional de  estruturas  submetidas a
carregamentos dindmicos.

Como sugestdes para pesquisa futura, destacam-se:
a inclusdo do efeito do amortecimento estrutural por
meio do modelo de Rayleigh; a consideracdo da nao
linearidade fisica, utilizando modelos constitutivos
baseados na Elastoplasticidade e na Mecénica do Dano;
a considerag@o da nao linearidade geométrica, por meio
das formulagdes Posicional e Corrotacional do MEF; e
a investigagdo da resposta dindmica de trelicas
espaciais.
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